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РАЗЛОЖЕНИЕ В ЦЕПНУЮ ДРОБЬ ФУНКЦИЙ зіп(х), со8ес(х), зп(х), С8сп(х) 

С.Н. Гладковский 

Автором предложен элементарный вывод разложения в цепную дробь функций 5Іп(х), со§ес(л:), 
$Ъ(х), С8сп(х) 

Ключевые слова: непрерывная дробь, цепная дробь. 

Функциям 8Іп(х), созес(х) явно не повезло с освещением их разложения в цепную 
дробь: автору удалось найти формулу для §іп(х) в [1 1, с. 138] - без вывода: 

8іп(х) = *— 2 (1) 

1 + х 



(2бЗ-х 2 )+ 2_бЗхІ 

(4 65-х 2 )+ 4 65; 
Ѵ ' (6б7-х 2 ) + Ь 



>х 2 



В [3,с.304] сказано: " Общий вид разложения в цепную дробь зіп х неизвестен. По 
методу Висковатого можно найти лишь конечное множество звеньев такого разложения. 
Например, 

сіпГг^ - х х 2 7х 2 Их 2 55 1х 2 г -1 П \ 
8щх)- 1+ 6 _ ш+ 98 _ 198+ 1 1 <А> 

и 

с і„/ ѵ л _ ѵ _ х 3 Зх 2 Их 2 25х 2 » 

$Щх)-х 6+ ш _ 42+ 66 _ ѵ) 

В [4,с.109] приведены эти же формулы, но со ссылкой на [7,с.165]. 
В [7,с.162. . .164] также отмечено, что "общий вид разложения в цепную дробь 
неизвестен" и приведён вывод аналогичных формул для зп(х) методом Висковатого, из 
которых заменой х на іх получены (2), (3) [7,с.165]. Там же приведены разложения и для 
= хсозесх , которые, как отмечено, "имеются в книге Корноухова": 



81ПХ 

х 

зіпх * " 6- 10+ 98- 198 + 
х _ 1 х 3 Зх 2 Их 2 25х 2 



- і _і_ л 2 7х 2 Их 2 551х 2 (л\ 

А 1 П і ОС 1 ОС 1 ' ' 

(5) 



8іпх 1 - 6+ 10- 42+ 66- ... 

Автору не удалось обнаружить общий вид разложения в цепную дробь для 8Іп(х), 
С08ес(х) ни в общеизвестных справочниках (см., например, [5], [8]), ни в многочисленных 
монографиях специально посвященных цепным дробям (см., например, [1], [2], [6], [9], [10], 
[12], [13], [14], [15], [16], [17]). Это тем более удивительно, что формула Эйлера обращения 
ряда в цепную дробь хорошо известна (см., например, [3,с.281],[7,с.27], [13,с. 17]). В 
[2, с. 55] отношение к ней выражено следующими словами: "Между прочим, заметим, что 
связь между бесконечными рядами и непрерывными дробями, описанная выше, 
представляет весьма ограниченный интерес, поскольку в этом случае характер 
сходимости ( или расходимости) для них совершенно одинаков." По моему мнению, 
такая оценка не только не этична, но и глубоко ошибочна. 

В конце 1997 г. автор попытался применить формулу Эйлера [3, гл.5, §1, п. 6, (5.16), 
с.281] обращения ряда в цепную дробь : 

V е0 ѵ" — -I- СіХ СіХ С\СъХ Сп-ЮпХ. іс\ 

1и п =0<~п Л С0+ 1_ Сі+С2Х - с 2 + с 3 Х- С п -\ +С п Х- ^ 

для ряда [4, гл.З, §1, п.2,1 Е ,с.93] 

*іп(х) = Х-о(-1)*7ДІ^ ( 7 )- 

Видим, что непосредственно (6) нельзя использовать, так как коэффициенты с чётными 
индексами равны нулю. Был найден следующий выход. Пусть х 2 = р, тогда 

( \ _ 8Іп(х) _ у со , , ч к _, 1,12 1 3, 1 4 

у[х) - - - 2^к=оу~ 1 ) (2к+ 1)! _ ~вР ~поР ~ ~шоР + 'шшР ~ ••• 
Рассматривая как исходный ряд 



1 



2ХоН)* (2к+ 1)! ' (8) 
(-1)" 

получаем с„ = ^ + 1)! ^ ^ ни П Р И каких целых и. И (6) получает вид: 

у» г п « = ГЛ , _сір с 2 р сюзр с п -2С п р (ял 

^п=0 С »У С0 " Г 1_ Сі+С2 р- с 2 +С 3 р- С„_1 +С п р- Ѵ; 

1 , _ЗГ 5Г ГЗГЛ"7Г Р І (2я-2х2+1)! (2п + 1)Г 

1- _х+р__ л и_ ••• (-іг 1 (-1)" ••• 1 ; 

3! 5! 5! (2,-2+1)! + -(27ТТ)! р - 

Возвращаясь к (9), замечаем, что начиная с некоторого места проступает структура 
формулы. Которую можно отразить, используя рекуррентный способ записи. Пусть 

Е\=с\+ с 2 р тогда 

Е 2 = С2 + сзр - С2 ^ 4Р , 

Ег = сз + С4Р - З т? , и вообще 

■С-4 

Е п = с п + с п+1 р- с "Сп + гР 
А (9) приобретает вид: 

Полагая р = 1, получим преобразованную формулу (6): 
Ец — с п + с п- 1 



\ - со 

2.„ =0 = СО + 



1 ~ж 



У (із) 



при условии, что с„ ^ 0. 

Возвращаясь к нашей функции Хіы)Н)* (2к + \ Л\ ' имеем: 

с _ (-1)" 
" (2л +1)! 

Е п = с п + с п+1 р- С '^ п+2Р 



(-1)" (-1) 



п+2 



_ (-1)" . И Г 1 п (2л+1)! (2д + 4+1)! 



(2п+1)! (2л + 2+1)Г 
Делаем замену переменных: 

р _ ИГ г/.іг _ ИГ 1 Г7 .р _ І/і 



(2л+1)! ' (2л + 2+1)! 1 3!' 

(-1)" (-1)" +2 



(-1)" г г _ ИГ . НУ +1 п (2п+1)\ (2гс + 4+1)! 



(2л +1)! (2л +1)! (2л + 2 + 1)Г (-1)" +1 

(2и + 2+1)! ^ й+1 

Р 



^ = ! Р | (2п + 4)(2п + 5) 



(2п + 2)(2п + 3) ІІп+\ 
Делаем ещё одну замену переменных: 

и п - 777, 7777777, — 7-7-,ІІ п +І ~ -77, , 77777, ~ 777 , V I 



{2п + 2){2п + Ъ) , п+І (2п + Л)(2п + 5) ' 1 4x5' 
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(2п + 2)(2п + 3) 



= 1 



(2п + 2)(2гс + 3) 



(2п + 4)(2п + 5) 
(2п + 4)(2п + 5) 



иг /о , іѵі , -2Л , (2п + 2)(2п + 3)р 
УѴп = (2п + 2)(2п + 3) - р + 777 — и 



Еі 



= _Мі_ = 4x5 = 
3! 3! 

С\Р С2Р 



\Ѵ п+ 1 



120 



= 1 



5! 



1 + 



Р 



И получаем: 
\Ѵ п = (2п + 2)(2п + 3) - р + 



120 ѴУ 1 



(2п + 2)(2п + 3)р 



6+-^- 



Если выразить результат не через ѴѴ\,а через ѴѴо, то получим 

^ = 6 -Р + Ж' тоестъ:]Ѵі=6 \Ѵо-б + р и 



и:=ос пР » = і 



6+ 



= і - 



ѴѴо+р 



Р 



ѴѴ 0 - 6 + р 



То есть, = ХГ=о Спр п = 1 



№ 0 +/? 



= 1 



1 



8Іп(х) 

Искомое 

8Іп(х) = ХІ 1 



= созес(х) = 



ѴѴо = 5Іп(х) 

1 



хГі *ЦЛ 



- 8Іп(х) + X 

= ѴКо+х 2 

Х^О 



ІУо+х 
; также 

1 



2-; или 



\Ѵ 0 



созес(х) = 4г + -^г 

л уу 0 



= (2гс + 2)(2и + 3)-х 2 + 

\Уо = 8Іп(х) Х . 2 7 г 

X - 81П(х) 

Заменяя в (14) х на /х получим: 



2 , (2и + 2)(2и + 3)х 2 



ИѴі 



(14) 
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с8сЬ(х) = т " 



(15) 



(2гс + 2)(2гс + 3)х 2 



(2п + 2)(2гс + 3) + х 2 - 
х 2 §Ь(х) 



§Ь(х) - х 



В заключение отметим, что для косеканса и гиперболического косеканса полученные 
цепные дроби, естественно, не являются равноценными; впрочем, как и для исконных 
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8.К С1аакоѵ5кіі 

Сопііпиесі ігасііоп ехрапсвіоп іЪг іипсііоп'8 5Іп(х), со5ес(х), 8Іі(х), С5сп(х) 

ТЬе аиіог ргорозе Йіе еіетепіагу ёегіѵаііоп ог Йіе сопіітіесі &асІіоп ехрапсзіоп &>г йіпсііоп'8 зіп(д;), 
со§ес(д:), $Ъ(х), С5сЪ(х) 
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функций 




X 2 5Іп(х) X 2 5Гі(х) 
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